Sucesiones y series
A.  Sucesiones
Llamamos sucesión (o secuencia) numérica a cualquier función  
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1.  Expresar en forma concisa (cuando sea posible) el n-ésimo valor 
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 de cada una de las siguientes sucesiones:

 
a)  1,  1/2,  1/3,  1/4, .... ;                b)  1,  -1/2,  1/3,  -1/4, ......

 
c)  1,  -1,  1,  -1,  1,  -1, ...;             d)  0,  1,  0,  1,  0, ... ;                     


e)  1,  0,  -1,  0,  1, 0,  -1,  ...           f)  2,  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  ...

            g)  1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  ... ;      h)  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  ...;


i)   1, 1, 1, ...  ;                                 j)  1/2,  2/3,  3/4,  4/5,  ...;

k)  
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2.  Una sucesión 
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 se llama acotada si existe un número C  tal que 
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 Equivale a decir que todos los valores de la sucesión se encuentran comprendidos en un intervalo 
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  Dar ejemplos de sucesiones acotadas y sucesiones no acotadas; mostrar que cualquier sucesión convergente es acotada, pero que la afirmación recíproca es falsa.
Un teorema fundamental del Análisis afirma que toda sucesión monótona (creciente o decreciente) y acotada converge a un límite (finito). 

Nota:   El adjetivo 'convergente'  sólo se usa nunca para calificar a una sucesión que tiene límite finito;  nunca si el límite de la sucesión es  
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3.  Decidir si son monótonas las sucesiones 
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4.  Suponiendo que  
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d)  si  
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e)  si  
[image: image27.wmf]n

n

b

a

£

  para todo  n (o para n suficientemente grande), entonces   
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f)  Si  
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Fórmula binomial:    
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5.  Probar que la sucesión  
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  es monótona creciente y para cualquier  n  se cumple 
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6.  Estudiar la monotonía de la sucesión  
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7.  Calcular los límites de las siguientes sucesiones:

a)  
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8.  Si 
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 es decreciente y tiene límite 0.  

Sugerencia:  el límite  l  de la sucesión existe por ser monótona y acotada. Tomando límites en la relación 
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9.  Sea  
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 una sucesión de números positivos.  Supongamos que existen un número 
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Mostrar que entonces 
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10.  Probar que si 
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11.  Probar que si  
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12.  Para cualquier número real  a  y cualquier entero 
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 definimos el coeficiente binomial   
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    por medio de las siguientes fórmulas:
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Usando los ejercicios anteriores probar que si  
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converge hacia 0 cuando 
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12a.  Probar que 
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B.  Series numéricas

13.  Consideremos una sucesión numérica:
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La sucesión 
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se llama sucesión de sumas parciales de la serie 
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La expresión  
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  se usa para señalar que la sucesión 
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 converge al número  s  (llamado suma de la serie).  Probar que en tal caso,
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14.  Si la serie
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  La recíproca de esta afirmación es falsa, como muestra la serie armónica:
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Mostrar que las sumas parciales de esta serie forman una sucesión no acotada.

15.  Una sucesión 
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se llama serie geométrica.

Probar que si 
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Probar que si  
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 la serie geométrica converge a un número (finito)  s  si y sólo si  
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16.  Estudiar para qué valores de  r  son convergentes las siguientes series:

a)  
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En los casos de convergencia expresar la suma en función de  r.

17.  Probar que si las series  
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18.  La sucesión de sumas parciales de una serie 
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de términos positivos es monótona creciente y por consiguiente, o bien converge hacia un número positivo (finito) o diverge hacia 
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  Por tanto, en un sentido amplio,  toda serie de términos positivos tiene una suma (finita o no).

Ejemplos:

a) 
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Si 
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 son no negativos, podremos aplicar en cualquier caso las fórmulas del problema anterior, siempre que adoptemos los siguientes convenios:
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Ejemplos:
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La expresión 
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 se usa para afirmar que la serie de términos positivos 
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19.  (Criterio de comparación)  Probar que si para cada n (o al menos para n grande) se cumple 
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20.  (a) Usar la igualdad  
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       (b) del criterio ce comparación y de la relación 
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             deducir que  
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21.  (Desarrollos decimales)  Se llaman así las series numéricas de la forma
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donde cada uno de los 
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  es un número dígito (entero que verifica 
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Probar que cualquier desarrollo decimal es convergente.  Mostrar mediante ejemplos que los desarrollos periódicos corresponden a los números racionales. Ejemplo: hallar el número racional cuyo desarrollo decimal es  
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22.  Si una sucesión 
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 verifica las condiciones del problema 9, entonces 
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23.  Usar el problema anterior para probar que la serie
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  es convergente.

24.  Usar la definición de integral para mostrar que las sucesiones del problema 3 convergen al número  
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25.  Sea 
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es una función positiva decreciente sobre la semirrecta 
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 que tiende hacia  0  cuando 
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entonces la sucesión 
[image: image149.wmf]ò

-

=

-

n

n

n

dx

x

s

1

1

)

(

f

d

    
[image: image150.wmf]...)

,

3

,

2

,

1

(

=

n


es monótona creciente y verifica 
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.  Por tanto 
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 converge a un límite finito  C  cuando 
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Corolarios:
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   (criterio de la integral de Cauchy)

   2)  En el caso de la serie armónica 
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 converge a una constante finita  C  comprendida entre 0 y 1  (constante de Euler).  Se conocen algunas cifras:
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pero no se sabe si  C  es racional.

26.   Aplicar el criterio de la integral para estudiar la convergencia de las series
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 en las dos últimas).

C.  Subsucesiones

27.  Si una sucesión es convergente, cualquier subsucesión de ella converge al mismo límite.

28.  Dar ejemplo de una sucesión divergente 
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 igual a 1 si n es primo e  igual a 0 en caso contrario.

29.  Si las subsucesiones 
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30.  Dar ejemplo de una sucesión 
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 convergente hacia el punto x.
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