Vectores Aleatorios
» Conjunta: pxy(z,y) =P(X =2,V =vy)

= Marginal: px(x) = ZPX,Y(% Y)
Yy

" fxy: R? - R22 / P((X,Y) € A) = //A fxyv(z,y) dedy
= fx(z)= [ f(z,y) dy

Funcién de Probabilidad Condicional de Y dado X=x

PY|X=x = p);’;gzjy)

Independencia de una Variable Aleatoria

fxy(z,y) =px(x) py(y) Y(z,y)

Esperanza de una funciéon de dos Variables Aleatorias
E(hM(X,Y)) = ff h(sc,y)fX,y(x,y) dr dy

Covarianza
= Cov(X,Y) = B[(X — ua)(Y — )] = E(XY) — E(X) E(Y)
= Cov(X,X) = Var(X)

Propiedades
1. X eY independientes = Cov(X,Y) =0

2. Cov(aX 4+ b,c¢Y +d) = ac Cov(X,Y)

Correlacion

p(){7 Y) _ Cov(X)Y)

Propiedades
1. p(aX +b,cY +d) =sg(ac) p(X,Y)
2. -1<p(X,Y)<1
3. |p(X,Y)|=1<Y =aX + b con probabilidad 1



Distribucién Multinomial (Generalizacién de la Binomial)
(X1,...; Xk) ~M(n,p1,...pr) X; = # eventos clase i en n repeticiones

n!

— X1 Lk : . y . =
DXy, X, (X1 ey Th) = o] pitDpt st 0< Xy <nVi A sz n

Suma de Variables Aleatorias
1. X;i...X, independientes X; ~ Bi(n;,p) = > X; ~ Bi(}_ n;i,p)
2. X1 Xy iid X; ~ p(N) = S X; ~ (3 i)
3. X1..X,, iid X; ~ G(p) = > X; ~BN(n,p)
4. Xp..X, id X; ~e(N) = > X; ~T'(n,\)
5. X;..X,, independientes X; ~ I'(a;, A) = > X; ~T (D" iy, A)
6. Xi...X, iid X; ~ N(p,02) = > a; X; ~ N aipi, Y azo?)

(Demostraciones usando las Funciones Generadoras de Momentos)

Funcién Generadora de Momentos de la suma de v.a. inde-
pendientes:

Mx, 4+ x,4..4x, (1) = H My, (¢)
i=1

Esperanza y Varianza de la suma de Variables Aleatorias

i=1 i=1

Var (Z aiXZ-> = Cov (Zz =1"a; X;, Z aiXi> = Z a? Var(X;)+2 Z Z a;a; Cov(X;, X;)
i=1 i=1 i=1 i<j
Corolario
1. X;...X, independientes = Var(}_7_, a;X;) = Y., a? Var(X;)
2. Xi1..X,, iid B(X;) = u, Var(X;) = o

E <z": Xi> =nu Var <§": Xi> = no?
i=1 i=1

o2
E(X)=p Var(X)= g



Desigualdad de Markov
Xva X>0

E(X)

VYa >0, P(X >a)<

Desigualdad de Chebyshev

X v.a. 0% = Var(X) < 00

o2

€2

Ve>0, P(|X —pu|l>¢€ <

Convergencia en Probabilidad

X1, Xo, ... sucesion de variables aleatorias

X, 5 XsiVe>0, P(|X,—X|>€) — 0

n— oo

Propiedades de la Convergencia en Probabilidad

X1, Xo,... X, 5a Yi,Ys.. Y,0b

1. X, +Y, Zsa+b

2. X, Y, X ab

w

XY Esa/b b#£0
4. g(X,) % g(a) g continua en a
5. C,, sucesion numerica C,, — ¢ = CnY,, — ca

Ley de los Grandes Numeros

X1, Xo, ... iid B(X;) = p, V(X;) =02 < 00

I

n

. X,
v _ =X »
n



Teorema Central del Limite
X1, Xo, ... ild E(X;) = p, Var(X;) = 0? < 00

X—p
g

Vn <4 N(0,1)

6 si n es grande

L. 8i X; ~Bi(l,p) —A=Z= -5 N(0,1)

2. Si Xi"“@(/\) Elep(n)\) M’%N



INFERENCIA

Estimaciéon Puntual

X; ~ Fy Estimacién puntual de un pardmetro 6 = 0 = funcién de la muestra

Métodos
1. Método de Momentos

a) Igualar momentos muestrales y poblacionales

b) Resolver Ecuaciones

2. Método de Maxima Verosimilitud
a) Construimos fx, . x, (%1,....,%n,0) = [T fx,(x:,0) = L(0)
b) 6 es el valor de 0 (en el soporte de 6) que maximiza L(6)
Propiedad de Invarianza de los EMV
61,..0,, EMV de 01,...0,, h:R™ — R inyectiva
EMV de h(6y,...00m) = h(01,..0,,)

Propiedades de los Estimadores
Muestra X;...X,,, X; ~ Fp, 0 estimador de 6

1. 0 insesgado de 6 si Eg(0) =6 VO
Sesgo de § = Ey(0) — 6

2. 0 asintGticamente insesgado si lim Eg(f) =6 V0
n—oo

» Error Estdndar de un Estimador
op = Var(6)
= Error Cuadrético Medio
ECMy(0) = Eo[(0 — 6)*] = Vary () + [Eo(0) — 6)*

3. 0 es un estimador consistente de  si én 250

. Como evaluar Consistencia?

a) Usando LGN y propiedades de convergencia en probabilidad
b) Usando que Ey(6,) — 0y Vo(6,) — 0= 6, - 0
¢) Usando Chebyshev



Estimacion por Intervalos de Confianza

X;~ Fy
IC de nivel 1 — « para 6 — [a(X7...X,),6(X;...X,,)] donde

a) IC para p, 03 conocido

— o)
X +z40—
z /2 \/ﬁ
b) IC para u, o desconocido
X - _
el o X+t 020

3 n
¢) 1C para o2, jug conocido

Z(Xi_u>2NX2 lZ(Xi—Mo)Q E(Xi_m)ﬂ

2 ) 2
Xn,% Xn,l—%

d) 1C para o2, i desconocido

(n—1)s? ~r2 [(n—l)s2 (n—l)sQ]

2 ’ 2
Xn-1,2 Xn-1,1-%

Método general para obtener IC

T(X;..X,,0) pivote ~ F conocida, no depende de otros pardmetros
Pla<T(X;..X,,0)<b)=1—-«

IC de nivel asintético 1 —
Pivote T(X;...X,,, ) ~ F cuando n es grande
Propiedades de Convergencia en Distribucién
Y. i> Y, U, SN a, entonces:
LY, +U, LY +a

2. U,Y, % ay

3 Yy d X
3.Sia#0 T



IC asintético para parametro p (Binomial)

~ X;
p=2X

p—p p(1—p)
: n

Test de Hipotesis
Xp.. X, iid X; ~ Fy
Hipotesis
= Nula — Hy: 0 =0,
= Alternativa

e Hi:0 <86y
e Hy: 0> 0
e Hy : 60 +# 0y (bilateral)

= Test = Procedimiento que controla uno de los dos posibles tipos de error.
= Nivel de Significacion = a = P(Rechazar Hy cuando es verdadera) =
Py, (Rechazar Hy)
Test para parametros de N(u,0?)
Test de nivel exacto o para p
Ho:p=po a) Hy:p<po

b)HlllJ/>/,60
c) Hy:p# o

1. Varianza Conocida o3

T = VP N(0,1) (bajo Hy)
g

Rechazo Hy si
a) T < —z,
b) T > z,
c) |T| > za



2. Varianza Desconocida o3

X —
T=vn=——t <t, | (bajo Hy)

Rechazo Hy si

CL) T S _tn—l,a
b) T Z tnfl,a
) IT| = tn-1,3

Funcién Potencia

a) m() = 1= (2o + Lo t)
(1)

= ¢(—2q + ao/\/ﬁ)
©) () =1 Blzg + M) 4 §(—zq + o)

Test para p, varianza conocida
Tamano muestra para w(u) > 1— 3 (8 pequeno) cuando p = py (11 € Hy|

n> ((2a+zb)00)2

M1 — Mo

3. Test para o2

Hy:0?2=0% a) Hy:0%<03
b) Hy : 0% > o}
¢) Hy : 0% # o}
Estadistico:
U=-—""—~X:_1, (bajo Hy)

Rechazo Hy si

a) USX%—l,l—a
b) U Z X’?L*l,a
c)U=> XZ—L% 0U < X?z—l,l—%

Test de Hipdtesis de nivel aproximado «

1. parala media p X;..X,, iid X;~F E(X;)=pu
Estadistico o
X —p

~%5 N(0,1) (bajo Hy)
S

T=a

Rechazo Hy si



a) T < —z,
b) T > z,
c) [T > zg

Funcién de potencia aproximada y tamano muestra similar a las obtenidas
en 1.1, pero cambiando og por s.

2. Para el parametro p de una Binomial

Hy:p=po a) Hi:p<po

b) Hy :p > po
¢) Hi:p# po
Estadistico R
7=-LP0 4, N(0,1) (bajo Hy)
po(1—po)

Rechazo Hj si

a) T < —z,
b) T > z,
c) [T > zg

Relacion Test de Hipdtesis Bilateral e IC

Dado un IC de nivel 1 — « para 0, el test que rechaza Hy : 8 = 6y cuando
0o ¢ IC(X;...X,,) tiene nivel 1 — a.



