
Vectores Aleatorios

Conjunta: pX,Y (x, y) = P(X = x, Y = y)

Marginal: pX(x) =
∑
y

pX,Y (x, y)

fX,Y : R2 → R≥2 / P((X,Y ) ∈ A) =

∫∫
A

fX,Y (x, y) dx dy

fX(x) =
∫
f(x, y) dy

Función de Probabilidad Condicional de Y dado X=x

pY |X=x =
pX,Y (x,y)
pX(x)

Independencia de una Variable Aleatoria

fX,Y (x, y) = pX(x) pY (y) ∀(x, y)

Esperanza de una función de dos Variables Aleatorias

E(h(X,Y )) =
∫∫

h(x, y)fX,Y (x, y) dx dy

Covarianza

Cov(X,Y ) = E[(X − µx)(Y − µy)] = E(XY )− E(X) E(Y )

Cov(X,X) = Var(X)

Propiedades

1. X e Y independientes ⇒ Cov(X,Y ) = 0

2. Cov(aX + b, cY + d) = ac Cov(X,Y )

Correlación

ρ(X,Y ) = Cov(X,Y )
σxσy

Propiedades

1. ρ(aX + b, cY + d) = sg(ac) ρ(X,Y )

2. −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1

3. |ρ(X,Y )| = 1⇔ Y = aX + b con probabilidad 1
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Distribución Multinomial (Generalización de la Binomial)

(X1, ..., Xk) ∼ M(n, p1, ...pk) Xi = # eventos clase i en n repeticiones

pX1,..Xk(x1, ..., xk) =
n!

x1! ...xk!
px1
1 ...p

xk
k , si 0 ≤ Xi ≤ n ∀i ∧

∑
xi = n

Suma de Variables Aleatorias

1. X1...Xn independientes Xi ∼ Bi(ni, p)⇒
∑
Xi ∼ Bi(

∑
ni, p)

2. X1...Xn iid Xi ∼ ℘(λi)⇒
∑
Xi ∼ ℘(

∑
λi)

3. X1...Xn iid Xi ∼ G(p)⇒
∑
Xi ∼ BN(n, p)

4. X1...Xn iid Xi ∼ ε(λ)⇒
∑
Xi ∼ Γ(n, λ)

5. X1...Xn independientes Xi ∼ Γ(αi, λ)⇒
∑
Xi ∼ Γ(

∑
αi, λ)

6. X1...Xn iid Xi ∼ N(µ, σ2
i )⇒

∑
aiXi ∼ N(

∑
aiµi,

∑
a2iσ

2
i )

(Demostraciones usando las Funciones Generadoras de Momentos)

Función Generadora de Momentos de la suma de v.a. inde-
pendientes:

MX1+X2+...+Xn(t) =

n∏
i=1

MXi(t)

Esperanza y Varianza de la suma de Variables Aleatorias

E

(
n∑
i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

ai E(Xi)

Var

(
n∑
i=1

aiXi

)
= Cov

(∑
i = 1naiXi,

n∑
i=1

aiXi

)
=

n∑
i=1

a2i Var(Xi)+2
∑∑

i<j

aiaj Cov(Xi, Xj)

Corolario

1. X1...Xn independientes ⇒ Var(
∑n
i=1 aiXi) =

∑n
i=1 a

2
i Var(Xi)

2. X1...Xn iid E(Xi) = µ,Var(Xi) = σ2

E

(
n∑
i=1

Xi

)
= nµ Var

(
n∑
i=1

Xi

)
= nσ2

E(X) = µ Var(X) =
σ2

n
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Desigualdad de Markov

X v.a. X ≥ 0

∀a > 0, P(X > a) ≤ E(X)

a

Desigualdad de Chebyshev

X v.a. σ2 = Var(X) <∞

∀ε > 0, P(|X − µ| > ε) ≤ σ2

ε2

Convergencia en Probabilidad

X1, X2, ... sucesión de variables aleatorias

Xn
p→ X si ∀ε > 0, P(|Xn −X| > ε) −→

n→∞
0

Propiedades de la Convergencia en Probabilidad

X1, X2, ... Xn
p−→ a, Y1, Y2, ... Yn

p−→ b

1. Xn + Yn
p−→ a+ b

2. Xn Yn
p−→ a b

3. Xn/Yn
p−→ a/b b 6= 0

4. g(Xn)
p−→ g(a) g cont́ınua en a

5. Cn sucesion numerica Cn −→ c⇒ CnYn
p−→ c a

Ley de los Grandes Números

X1, X2, ... iid E(Xi) = µ, V (Xi) = σ2 <∞

Xn =

∑
Xi

n

p−→ µ
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Teorema Central del Ĺımite

X1, X2, ... iid E(Xi) = µ, Var(Xi) = σ2 <∞

√
n
X − µ
σ

d→ N(0, 1)

ó si n es grande
√
n
X − µ
σ

a∼ N(0, 1)

1. Si Xi ∼ Bi(1, p) X−p√
p(1−p)
n

d−→ N(0, 1)

2. Si Xi ∼ ℘(λ)
∑
Xi ∼ ℘(nλ)

∑
Xi−nλ√
nλ
n

a∼ N(0, 1)
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INFERENCIA

Estimación Puntual

Xi ∼ Fθ Estimación puntual de un parámetro θ ⇒ θ̂ = función de la muestra

Métodos

1. Método de Momentos

a) Igualar momentos muestrales y poblacionales

b) Resolver Ecuaciones

2. Método de Máxima Verosimilitud

a) Constrúımos fX1,..Xn(x1, ..., xn, θ) =
∏n
i=1 fXi(xi, θ) = L(θ)

b) θ̂ es el valor de θ (en el soporte de θ) que maximiza L(θ)

Propiedad de Invarianza de los EMV

θ̂1, ...θ̂m EMV de θ1, ...θm h : Rm → R inyectiva

EMV de h(θ1, ...θm) = h(θ̂1, ...θ̂m)

Propiedades de los Estimadores

Muestra X1...Xn, Xi ∼ Fθ, θ̂ estimador de θ

1. θ̂ insesgado de θ si Eθ(θ̂) = θ ∀θ
Sesgo de θ̂ = Eθ(θ̂)− θ

2. θ̂ asintóticamente insesgado si ĺım
n→∞

Eθ(θ̂) = θ ∀θ

Error Estándar de un Estimador

σθ̂ =

√
Var(θ̂)

Error Cuadrático Medio

ECMθ(θ̂) = Eθ[(θ̂ − θ)2] = Varθ(θ̂) + [Eθ(θ̂)− θ]2

3. θ̂ es un estimador consistente de θ si θ̂n
p−→ θ

¿Cómo evaluar Consistencia?

a) Usando LGN y propiedades de convergencia en probabilidad

b) Usando que Eθ(θ̂n)→ θ y Vθ(θ̂n)→ 0⇒ θ̂n
p−→ θ

c) Usando Chebyshev

5



Estimación por Intervalos de Confianza

Xi ∼ Fθ
IC de nivel 1− α para θ → [a(X1...Xn), b(X1...Xn)] donde

P (a(X1...Xn) ≤ θ ≤ b(X1...Xn)) = 1− α

1. Xi ∼ N(µ, σ2) X1...Xn iid

a) IC para µ, σ2
0 conocido

X ± zα/2
σ0√
n

b) IC para µ, σ desconocido

√
n
X − µ
s
∼ tn−1 X ± tn−1,α2

σ0√
n

c) IC para σ2, µ0 conocido

∑(
Xi − µ
σ

)2

∼ χ2
n

[∑
(Xi − µ0)2

χ2
n,α2

,

∑
(Xi − µ0)2

χ2
n,1−α2

]

d) IC para σ2, µ desconocido

(n− 1)s2

σ2
∼ χ2

n−1

[
(n− 1)s2

χ2
n−1,α2

,
(n− 1)s2

χ2
n−1,1−α2

]

Método general para obtener IC

T (X1...Xn, θ) pivote ∼ F conocida, no depende de otros parámetros
P(a ≤ T (X1...Xn, θ) ≤ b) = 1− α

IC de nivel asintótico 1− α

Pivote T (X1...Xn, α)
a∼ F cuando n es grande

Propiedades de Convergencia en Distribución

Yn
d−→ Y, Un

p−→ a, entonces:

1. Yn ± Un
d−→ Y ± a

2. UnYn
d−→ aY

3. Si a 6= 0 Yn
Un

d−→ Y
a
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IC asintótico para parámetro p (Binomial)

p̂ =
∑
Xi
n

p̂− p√
p̂(1−p̂)
n

d−→ N(0, 1) p̂± zα
2

√
p̂(1− p̂)

n

Test de Hipótesis

X1...Xn iid Xi ∼ Fθ

Hipótesis

Nula → H0 : θ = θ0

Alternativa

• H1 : θ < θ0

• H2 : θ > θ0

• H1 : θ 6= θ0 (bilateral)

Test = Procedimiento que controla uno de los dos posibles tipos de error.

Nivel de Significación = α = P(Rechazar H0 cuando es verdadera) =
Pθ0(Rechazar H0)

Test para parámetros de N(µ, σ2)

Test de nivel exacto α para µ

H0 : µ = µ0 a) H1 : µ < µ0

b) H1 : µ > µ0

c) H1 : µ 6= µ0

1. Varianza Conocida σ2
0

T =
√
n
X − µ
σ

∼ N(0, 1) (bajo H0)

Rechazo H0 si

a) T ≤ −zα
b) T ≥ zα
c) |T | ≥ zα

2
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2. Varianza Desconocida σ2
0

T =
√
n
X − µ
s
∼ tn−1 (bajo H0)

Rechazo H0 si

a) T ≤ −tn−1,α
b) T ≥ tn−1,α
c) |T | ≥ tn−1,α2

Función Potencia

a) π(µ) = 1− φ(zα + µ0−µ
σ0/
√
n

)

b) π(µ) = φ(−zα + µ0−µ
σ0/
√
n

)

c) π(µ) = 1− φ(zα
2

+ µ0−µ
σ0/
√
n

) + φ(−zα
2

+ µ0−µ
σ0/
√
n

)

Test para µ, varianza conocida
Tamaño muestra para π(µ) ≥ 1−β (β pequeño) cuando µ = µ1 [µ1 ∈ H1]

n ≥
(

(za + zb)σ0
µ1 − µ0

)2

3. Test para σ2

H0 : σ2 = σ2
0 a) H1 : σ2 < σ2

0

b) H1 : σ2 > σ2
0

c) H1 : σ2 6= σ2
0

Estad́ıstico:

U =
(n− 1)s2

σ2
0

∼ χ2
n−1,α (bajo H0)

Rechazo H0 si

a) U ≤ χ2
n−1,1−α

b) U ≥ χ2
n−1,α

c) U ≥ χ2
n−1,α2

ó U ≤ χ2
n−1,1−α2

Test de Hipótesis de nivel aproximado α

1. para la media µ X1...Xn iid Xi ∼ F E(Xi) = µ
Estad́ıstico

T =
√
n
X − µ
s

d−→ N(0, 1) (bajo H0)

Rechazo H0 si
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a) T ≤ −zα
b) T ≥ zα
c) |T | ≥ zα

2

Función de potencia aproximada y tamaño muestra similar a las obtenidas
en 1.1, pero cambiando σ0 por s.

2. Para el parámetro p de una Binomial

H0 : p = p0 a) H1 : p < p0
b) H1 : p > p0
c) H1 : p 6= p0

Estad́ıstico

T =
p̂− p0√
p0(1−p0)

n

d−→ N(0, 1) (bajo H0)

Rechazo H0 si

a) T ≤ −zα
b) T ≥ zα
c) |T | ≥ zα

2

Relación Test de Hipótesis Bilateral e IC

Dado un IC de nivel 1 − α para θ, el test que rechaza H0 : θ = θ0 cuando
θ0 /∈ IC(X1...Xn) tiene nivel 1− α.
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